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 по параметрам атомов с помощью теории возмущений 
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   Методом теории возмущения в комплексном пространстве определена 

комплексная энергия, волновая функция и параметры многоатомной 

молекулы. В действительном пространстве смещение радиуса не существует 

и данный метод не работает. Для этого требуется знание волновой функции и 

собственных значений энергии каждого атома. Но эта информация получена в 

статье [1] для любого атома. В статье [1] для проверки вычислена энергия 

атома гелия, которая совпала с экспериментом. Для вычисления волновой 

функции или параметра молекулы по параметрам атома надо видоизменить 

условие совместности системы уравнений, вместо собственной энергии 

использовать произведение собственной энергии на волновую функцию или 

на любой другой известный параметр атома. При этом определенное 

собственное значение энергии молекулы умножается на неизвестный 

определяемый параметр молекулы. И из условия совместности системы 

уравнений неизвестный параметр определяется. В случае линейной 

зависимости от смещения радиуса, возможно приближенное решение, 

являющееся обобщением решения для двухатомной молекулы.   

 

      Метод решения задачи взят из [2] §79. Пусть заданы операторы разных 

термов, представим их в виде )(0 nrrH 


.  Пусть n  собственные функции не 

возмущенного оператора одной частицы. В качестве нулевого приближения 

возьмем функцию nnc   . Тогда имеем уравнение на собственную функцию 

системы 

                                                EH 0


. 

Тогда имеем уравнение 
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Умножаем это уравнение на величину *
u  в действительном пространстве, и 

на величину u  в комплексном пространстве, и интегрируем по радиусу, 

получим 

                             NucrVcErVE nnun

N

un
n

uuuuu ,...,1,0)(])([
1

 



 .  

 Условие совместимости этого уравнения 

                                อ
𝐸ଵ + 𝑉ଵଵ(𝛿𝑟ଵ) − 𝛦 . . . 𝑉ଵே(𝛿𝑟ே)

. . . . . . . . .
𝑉ேଵ(𝛿𝑟ଵ) . . . 𝐸ே + 𝑉ேே(𝛿𝑟ே) − 𝛦

อ = 0. 

Откуда получаем N  собственных значений  . Имеем 1N  равенство 

kn  , откуда определится комплексное значение Nkrk ,...,1,  . Где 

используется свойство смещений 0
1




k

N

k

r .  Это равенство действительно в 

силу эрмитовости матрицы в действительном пространстве. Но 

действительные значения смещения радиуса не определяются. В комплексном 

пространстве смещения определятся комплексные.  

В случае если поправка определяется по формуле 𝛿𝑟𝐸 = 𝛿𝑟(𝐸 −
ாభା...ାாಿ

ே
), то 

она удовлетворяет свойству 0
1




n

N

n

r . Причем комплексное значение 

константы r  определим из любого из условий kn  .И значит, определится 

одно собственное комплексное значение многоатомной молекулы n  из 

нелинейного уравнения.  

В случае двухатомной молекулы получим значение энергии см. [1] §79 

                2
12

2
221121221121 ||4/)()(

2

1
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Чтобы квадратный корень равнялся нулю, должно быть выполнено условие в 

случае аппроксимации возмущения 

                 0)]()(||4[))((2)( 22
2211

2
12221121

2
21  rVVVrVVEEEE  . 

Где имеем rrrVVV kikiik   21
** ,||||


 в действительном 

пространстве. При этом  

             2
2112

2
22112

2
12112211222221111 )()()(;; rVVrVVrVVVVrVVrVV   .  

Т.е. оператор возмущения эрмитов в действительном пространстве. При этом 

он симметричен в комплексном пространстве. Где используется линейный 

член аппроксимации возмущения.  Откуда имеем 

                               )(
])(||4[

||2)(
212

2211
2

12

122211 EE
VVV

ViVV
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Где комплексная величина радиуса имеет порядок r , равный размеру атома, 

r  порядка размера молекулы.  

Тогда энергию терма можно записать в виде 

𝐸భమ
=

𝐸ଵ + 𝐸ଶ

2
+

𝑉ଵଵ
′ − 𝑉ଶଶ

′

2
𝛿𝑟

=
𝐸ଵ + 𝐸ଶ

2
+ (𝑉ଵଵ

′ − 𝑉ଶଶ
′ )

−(𝑉ଵଵ
′ + 𝑉ଶଶ

′ ) ± 2𝑖|𝑉ଵଶ
′ |

[4|𝑉ଵଶ
′ |ଶ + (𝑉ଵଵ

′ + 𝑉ଶଶ
′ )ଶ]

(𝐸ଵ − 𝐸ଶ) = 

=
𝐸ଵ + 𝐸ଶ

2
+

𝑉ଵଵ
′ − 𝑉ଶଶ

′

2

−(𝑉ଵଵ
′ + 𝑉ଶଶ

′ ) ± 2𝑖|𝑉ଵଶ
′ |

[4|𝑉ଵଶ
′ |ଶ + (𝑉ଵଵ

′ + 𝑉ଶଶ
′ )ଶ]

𝑍ଶ𝑚𝑒ସ

2ℏଶ

(𝑛ଵ − 𝑛ଶ)(𝑛ଵ + 𝑛ଶ)

𝑛ଵ
ଶ𝑛ଶ

ଶ = 

=
𝐸ଵ + 𝐸ଶ

2
+ ℏ𝜔𝛥𝑛; 𝛥𝑛 = 𝑛ଵ − 𝑛ଶ 

𝜔 =
𝑉ଵଵ

′ − 𝑉ଶଶ
′

2

−(𝑉ଵଵ
′ + 𝑉ଶଶ

′ ) ± 2𝑖|𝑉ଵଶ
′ |

[4|𝑉ଵଶ
′ |ଶ + (𝑉ଵଵ

′ + 𝑉ଶଶ
′ )ଶ]

𝑍ଶ𝑚𝑒ସ

ℏଷ

𝑛

[𝑛ଶ − (𝛥𝑛)ଶ ]ଶ
, 𝑛 = (𝑛ଵ + 𝑛ଶ)/2 

                                                          (1) 

Энергия атома равна среднему арифметическому значений энергии отдельной 

частицы плюс добавка на взаимодействие. 

Энергия двухатомной молекулы зависит от спектра каждого атома, входящего 

в молекулу плюс поправка, равная комплексной энергии колебаний, равная 

n . Реализуется комплексное значение энергии молекулы. Она не 
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устойчива и может распасться на атомы. При условии nnn  21  получаем 

спектр одноатомного газа. Но это условие наблюдается не всегда, при условии 

21 nn   электроны переходят в свободное состояние при 21 , nn  вдали от 

резонанса, т.е. выделение резонансной энергии падает. Причем в двухатомной 

молекуле может реализоваться случай, как равных значений главных 

квантовых чисел, так и не равных. Возможны ситуации, когда может быть 

резонанс, а возможно нет. Квант энергии лазера, может изменить квантовое 

состояние одного атома, а другой атом останется неизменным. Свободное 

состояние молекулы не реализуется, энергия молекулы имеет отрицательную 

действительную часть и нет резонанса. Нужно чтобы лазер возбудил оба атома 

двухатомной молекулы.  

Взаимодействие определяется по формулам  

𝑉(𝛿𝑟) = න [𝛿𝑟

𝜕�̑�(𝑟)

𝜕𝑟

∞



+ (𝛿𝑟)ଶ
𝜕ଶ�̑�(𝑟)

2𝜕𝑟ଶ
+. . . +(𝛿𝑟)ேିଵ

𝜕ேିଵ�̑�(𝑟)

(𝑁 − 1)! 𝜕𝑟ேିଵ
]𝜑

ଶ(𝑟)𝑟ଶ𝑑𝑟 = 

=  𝐴(𝛿𝑟)

ேିଵ

ୀଵ

(𝐸 −
𝐸ଵ+. . . +𝐸ே

𝑁
); 𝐴 = න

𝜕�̑�(𝑟)

𝑘! 𝜕𝑟
𝜑

ଶ(𝑟)𝑟ଶ𝑑𝑟
∞



 

𝑉(𝛿𝑟)𝑉(𝛿𝑟) = 

= න {𝛿𝑟𝛿𝑟 ቈ
𝜕�̑�(𝑟)

𝜕𝑟


ଶ∞



+ (𝛿𝑟𝛿𝑟)ଶ ቈ
𝜕ଶ�̑�(𝑟)

2𝜕𝑟ଶ


ଶ

+ ⋯ 

 

+(𝛿𝑟𝛿𝑟)ேିଵ ቈ
𝜕ேିଵ�̑�(𝑟)

(𝑁 − 1)! 𝜕𝑟ேିଵ


ଶ

}𝜑(𝑟)𝜑(𝑟)𝑟ଶ𝑑𝑟

=  𝐴(𝛿𝑟)ଶ

ேିଵ

ୀଵ

(𝐸 −
𝐸ଵ + ⋯ + 𝐸ே

𝑁
)(𝐸 −

𝐸ଵ + ⋯ + 𝐸ே

𝑁
); 

𝐴 = න [
𝜕�̑�(𝑟)

𝑘! 𝜕𝑟
]ଶ𝜑(𝑟)𝜑(𝑟)𝑟ଶ𝑑𝑟

∞
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В случае если поправка определяется по формуле 𝛿𝑟𝐸 = 𝛿𝑟(𝐸 −
ாభା...ାாಿ

ே
), то 

она удовлетворяет свойству 0
1




n

N

n

r . Причем комплексное значение 

константы r  определим из любого из условий kn  . Остальным условиям 

она будет удовлетворять. Из условия kn   определится 𝑁 − 1  значений r  

и значит 𝑁 − 1 значений параметров.  

          Нулевой определитель в случае определения скорости звука молекулы 

по скоростям атомов будет выглядеть в виде 

      ቮ
𝐸ଵ𝑐௦ଵ + 𝑉ଵଵ(𝛿𝑟)𝑐௦ଵ − 𝛦𝑐௦ . . . 𝑉ଵே(𝛿𝑟)ඥ𝑐௦ଵ𝑐௦ே

. . . . . . . . .

𝑉ேଵ(𝛿𝑟)ඥ𝑐௦ଵ𝑐௦ே . . . 𝐸ே𝑐௦ே + 𝑉ேே(𝛿𝑟)𝑐௦ே − 𝛦𝑐௦

ቮ = 0. 

   Отметим, что энергия атома известна только в случае атома водорода, т.е. 

данный алгоритм описывает только молекулу, состоящую из атомов водорода. 

Для других атомов необходимо знать их собственную энергию и волновую 

функцию. Их можно вычислить по алгоритмам [1]. Для произвольного атома 

можно воспользоваться нормированными функциями статьи [3] 

𝜓 = ට𝑍𝑅
ଶ + (𝑍 − 1)ℜ

ଶ ; 𝑘 =
𝜋

2 ቀ𝑛 +
1

𝑍ଶቁ 𝑎

 

И энергией частицы 𝐸 = −


ೋయ

మమି
(ೋషభ)(శభ)ഏమ

భలቀశ
భ

ೋమቁ
మ 

ଶିଵ

ర

ħమ , где 𝑗 величина целая 

или полуцелая определяется из согласия с экспериментальным значением 

энергии ионизации. Причем энергия ионизации уточняется по суммарному 

целому или полуцелому моменту электронов.  

Энергия одного атома в молекуле равна энергии свободного атома плюс 

поправка на взаимодействие. При этом суммарная энергия равна сумме 

энергий каждого атома, деленная пополам. Эта энергия отличается от энергии 

одного атома поправкой, и энергия лазера не может равняться одновременно 
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резонансной частотой для отдельного атома и энергией ионизации молекулы 

водорода. 

Но как определить волновую функцию или параметры молекулы для 

двухатомной молекулы. Для этого надо воспользоваться формулой 

𝐸 =
1

2
(𝐸ଵ𝜓ଵ + 𝐸ଶ𝜓ଶ + 𝑉ଵଵ𝜓ଵ + 𝑉ଶଶ𝜓ଶ) ± 

ට(𝐸ଵ𝜓ଵ − 𝐸ଶ𝜓ଶ + 𝑉ଵଵ𝜓ଵ − 𝑉ଶଶ𝜓ଶ)ଶ/4 + |𝑉ଵଶඥ𝜓ଵ𝜓ଶ|ଶ 

 Чтобы квадратный корень равнялся нулю, должно быть выполнено условие в 

случае аппроксимации возмущения 

                 (𝐸ଵ𝜓ଵ − 𝐸ଶ𝜓ଶ)ଶ + 2(𝐸ଵ𝜓ଵ − 𝐸ଶ𝜓ଶ)(𝑉ଵଵ
′ 𝜓ଵ + 𝑉ଶଶ

′ 𝜓ଶ)𝛿𝑟 +

                              [4|𝑉ଵଶ
′ ඥ𝜓ଵ𝜓ଶ|ଶ + (𝑉ଵଵ

′ 𝜓ଵ + 𝑉ଶଶ
′ 𝜓ଶ)ଶ](𝛿𝑟)ଶ = 0. 

Где имеем rrrVVV kikiik   21
** ,||||


 в действительном 

пространстве. При этом  

             2
2112

2
22112

2
12112211222221111 )()()(;; rVVrVVrVVVVrVVrVV   .  

Т.е. оператор возмущения эрмитов в действительном пространстве. При этом 

он симметричен в комплексном пространстве. Где используется линейный 

член аппроксимации возмущения.  Откуда имеем 

                               𝛿𝑟 =
ି(భభ

′ టభାమమ
′ టమ)±ଶ|భమ

′ ඥటభటమ|

[ସ|భమ
′ ඥటభటమ|మା(భభ

′ టభାమమ
′ టమ)మ]

(𝐸ଵ𝜓ଵ − 𝐸ଶ𝜓ଶ). 

Тогда волновая функция 𝜓 системы или другой параметр определится из 

равенства 

𝐸భమ
𝜓 =

𝐸ଵ𝜓ଵ + 𝐸ଶ𝜓ଶ

2
+

𝑉ଵଵ
′ 𝜓ଵ − 𝑉ଶଶ

′ 𝜓ଶ

2
𝛿𝑟

=
𝐸ଵ𝜓ଵ + 𝐸ଶ𝜓ଶ

2
+ (𝑉ଵଵ

′ 𝜓ଵ

− 𝑉ଶଶ
′ 𝜓ଶ)

−(𝑉ଵଵ
′ 𝜓ଵ + 𝑉ଶଶ

′ 𝜓ଶ) ± 2𝑖|𝑉ଵଶ
′ ඥ𝜓ଵ𝜓ଶ|

[4|𝑉ଵଶ
′ ඥ𝜓ଵ𝜓ଶ|ଶ + (𝑉ଵଵ

′ 𝜓ଵ + 𝑉ଶଶ
′ 𝜓ଶ)ଶ]

(𝐸ଵ𝜓ଵ − 𝐸ଶ𝜓ଶ) 

Запишем формулу для определения скорости звука молекулы 𝑐௦ 
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𝐸భమ
𝑐௦ =

𝐸ଵ𝑐௦ଵ + 𝐸ଶ𝑐௦ଶ

2
+

𝑉ଵଵ
′ 𝑐௦ଵ − 𝑉ଶଶ

′ 𝑐௦ଶ

2
𝛿𝑟

=
𝐸ଵ𝑐௦ଵ + 𝐸ଶ𝑐௦ଶ

2
+ (𝑉ଵଵ

′ 𝑐௦ଵ

− 𝑉ଶଶ
′ 𝑐௦ଶ)

−(𝑉ଵଵ
′ 𝑐௦ଵ + 𝑉ଶଶ

′ 𝑐௦ଶ) ± 2𝑖|𝑉ଵଶ
′ ඥ𝑐௦ଵ𝑐௦ଶ|

[4|𝑉ଵଶ
′ ඥ𝑐௦ଵ𝑐௦ଶ|ଶ + (𝑉ଵଵ

′ 𝑐௦ଵ + 𝑉ଶଶ
′ 𝑐௦ଶ)ଶ]

(𝐸ଵ𝑐௦ଵ − 𝐸ଶ𝑐௦ଶ) 

У двух или n атомной молекулы в случае симметрии атомов параметры 

совпадают с атомом 𝐸ଵ𝑐௦ଵ = 𝐸𝑐௦, Доказывается методом математической 

индукции.  

Для многоатомной молекулы для определения параметров или волновой 

функции надо использовать точное уравнение 

 ብ
(𝐸𝑐௦ + 𝑉(𝛿𝑟)𝑐௦ − 𝛦𝑐௦) 𝑉(𝛿𝑟)ඥ𝑐௦𝑐௦(1 − 𝛿)

𝑉(𝛿𝑟)ඥ𝑐௦𝑐௦(1 − 𝛿) (𝐸𝑐௦ + 𝑉(𝛿𝑟)𝑐௦ − 𝛦𝑐௦)
ብ

ே

,ୀଵ

ฯ
𝜓

𝜓
ฯ = 0 

Условие разрешимости этой системы уравнений соответствует уравнению 

∑ ฬ
(𝐸 + 𝑉(𝛿𝑟) − 𝛦) 𝑉(𝛿𝑟)(1 − 𝛿)
𝑉(𝛿𝑟)(1 − 𝛿) (𝐸 + 𝑉(𝛿𝑟) − 𝛦)

ฬே
,ୀଵ =0 

В случае если поправка определяется по формуле 𝛿𝑟𝐸 = 𝛿𝑟(𝐸𝑐௦ −

ாభభା...ାாಿೞಿ

ே
), то она удовлетворяет свойству 0

1




n

N

n

r  и энергия системы 

является константой, зависящей только от свойств квантовой системы  

Равенство нулю данной суммы приводит к формуле 

𝑁ଶ𝐸ଶ − 2𝑁𝐸 (𝐸 + 𝑉)

ே

ୀଵ

+ 4  (𝐸 + 𝑉)(𝐸 + 𝑉)

ே

,ୀଵ

−  𝑉
ଶ

ே

,ୀଵ
ஷ

= 0 

Энергия определяется по формуле 

                                                  𝐸 =
∑ (ாೖାೖೖ)ಿ

ೖసభ

ே
±

ටேమ[∑ (ாೖାೖೖ)ಿ
ೖసభ ]మିସேమ ∑ (ாೖାೖೖ)(ாା)ಿ

ೖ,సభ ାேమ ∑ ೖ
మಿ

ೖ,సభ.ೖಯ

ேమ
=

∑ (ாೖାೖೖ)ಿ
ೖసభ

ே
±

ට∑ (ாೖାೖೖିாି)మಿ
ೖ,సభ,ೖಭ ା∑ ೖ

మಿ
ೖ,సభ,ೖಯ

ே
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Дискриминант существенно положителен 

Откуда получаем формулу для равенства нулю дискриминанта уравнения 

 (𝐸 − 𝐸

ே

.ୀଵ,வ

)ଶ + 2  (𝐸 − 𝐸)(𝑉 − 𝑉

ே

,ୀଵ,வ

) +  (𝑉 − 𝑉)ଶ

ே

,ୀଵ,வ

+ 4  𝑉
ଶ = 0

ே

,ୀଵ,வ

 

Используем формулы 𝑉 = 𝑉
ᇱ 𝛿𝑟 = 𝑉

ᇱ ቀ𝐸 −
∑ ாೖ

ಿ
ೖసభ

ே
ቁ 𝛿𝑟/𝐸; 𝑉

ଶ =

𝑉
ᇱ 𝑉

ᇱ 𝛿𝑟𝛿𝑟 = 𝑉
ᇱ 𝑉

ᇱ ൬𝐸 −
∑ ா

ಿ
సభ

ே
൰ ൬𝐸 −

∑ ா
ಿ
సభ

ே
൰ 𝛿𝑟ଶ/𝐸ଶ 

Определяем значение радиуса 

𝛿𝑟

𝐸
=

−𝑏 ± √𝑏ଶ − 𝑎𝑐

𝑎
 

𝑐 =  (𝐸 − 𝐸

ே

.ୀଵ,வ

)ଶ; 

𝑏 =  (𝐸 − 𝐸)

ே

,ୀଵ,வ

[𝑉
ᇱ ቆ𝐸 −

∑ 𝐸
ே
ୀଵ

𝑁
ቇ − 𝑉

ᇱ ቆ𝐸 −
∑ 𝐸

ே
ୀଵ

𝑁
ቇ] 

𝑎 =  [𝑉
ᇱ ቆ𝐸 −

∑ 𝐸
ே
ୀଵ

𝑁
ቇ − 𝑉

ᇱ ቆ𝐸 −
∑ 𝐸

ே
ୀଵ

𝑁
ቇ]ଶ

ே

,ୀଵ,வ

+ 4  𝑉
ᇱ 𝑉

ᇱ ቆ𝐸 −
∑ 𝐸

ே
ୀଵ

𝑁
ቇ ቆ𝐸 −

∑ 𝐸
ே
ୀଵ

𝑁
ቇ

ே

,ୀଵ,வ

 

Используем формулу 

𝐸 =
∑ 𝐸

ே
ୀଵ

𝑁
+

∑ 𝑉
ᇱ ቆ𝐸 −

∑ 𝐸
ே
ୀଵ

𝑁 ቇே
ୀଵ (−𝑏 ± 𝑖√𝑎𝑐 − 𝑏ଶ)

𝑁𝑎
 

В случае определения скорости звука, надо сделать замену 𝐸 → 𝐸𝑐௦; 𝐸 →

𝐸𝑐௦. В случае определения волновой функции замену 𝐸 → 𝐸𝜓; 𝐸 → 𝐸𝜓. 
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Причем комплексные значения параметров имеют ясный действительный 

физический смысл. Так действительная турбулентная скорость 𝐶௦  

определяется по комплексной скорости 𝑐௦ и равна 

𝐶௦ = 𝑅𝑒𝑐௦ + 𝐼𝑚𝑐௦ sin(𝑅𝑒𝜔௦𝑡) ; 

𝑅𝑒𝜔௦ = 𝑅𝑒
1

ħ
𝑚𝑐ଶ − 𝑖

2𝑣
(𝑅𝑒𝑐௦)ଶ

=

ħ
𝑚𝑐ଶ

(
ħ

𝑚𝑐ଶ)ଶ + [
2𝑣

(𝑅𝑒𝑐௦)ଶ]ଶ
= ቱቱ

0, 𝑚 ≫
ħ(𝑅𝑒𝑐௦)ଶ

2𝑣𝑐ଶ

𝑚𝑐ଶ

ħ
; 𝑚 ≪

ħ(𝑅𝑒𝑐௦)ଶ

2𝑣𝑐ଶ

ቱቱ 

Классический предел комплексной скорости, это его действительная часть, 

квантовый предел — это действительная часть плюс колебание с амплитудой, 

равной мнимому значению параметра и частотой, равной комптоновской.  
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